
入　学　試　験　問　題 前
数　学（理科）
（配点 120点）

2002年度　　試験時間　 150分

注　意　事　項

1 試験開始の合図があるまで，この問題冊子を開いてはいけません。

2 落丁，乱丁または印刷不鮮明の箇所があったら，手を挙げて監督者に知らせな
さい。

3 解答には，必ず黒色鉛筆（または黒色シャープペンシル）を使用しなさい。

4 2枚の解答用紙が渡されますが，青色刷りの第 1解答用紙には，第 1問～第 3問
について，茶色刷りの第 2解答用紙には，第 4問～第 6問について解答しなさい。

5 解答用紙の指定欄に，受験番号（表面 2箇所，裏面 1箇所），科類，氏名を記入し
なさい。指定欄以外にこれらを記入してはいけません。

6 解答は，必ず解答用紙の指定された箇所に記入しなさい。

7 解答用紙の解答欄に，関係のない文字，記号，符号などを記入してはいけません。
また，解答用紙の欄外の余白には，何も書いてはいけません。

8 この問題冊子の余白は，計算用に使用してもよいが，どのページも切り離しては
いけません。

9 解答用紙は，持ち帰ってはいけません。

10 試験終了後，問題冊子は持ち帰りなさい。
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計　算　用　紙
（切り離さないで用いよ。）
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第　　 1　　問

2つの放物線

y = 2
√
3 (x− cos θ)2 + sin θ

y = −2
√
3 (x+ cos θ)2 − sin θ

が相異なる 2点で交わるような一般角 θの範囲を求めよ。
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計　算　用　紙
（切り離さないで用いよ。）
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第　　 2　　問

nは正の整数とする。xn+1を x2 − x− 1で割った余りを

anx+ bn

とおく。

(1) 数列 an，bn，n = 1, 2, 3, · · ·，は an+1 = an + bn

bn+1 = an

を満たすことを示せ。

(2) n = 1, 2, 3, · · · に対して，an，bnは共に正の整数で，互いに素であることを証
明せよ。
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計　算　用　紙
（切り離さないで用いよ。）
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第　　 3　　問

xyz空間内の原点O(0, 0, 0)を中心とし，点A(0, 0, −1)を通る球面を Sとする。
Sの外側にある点 P (x, y, z)に対し，OPを直径とする球面と Sとの交わりとして得
られる円を含む平面を Lとする。点 Pと点 Aから平面 Lへ下した垂線の足をそれぞ
れQ，Rとする。このとき，

PQ ≦ AR

であるような点 Pの動く範囲 V を求め，V の体積は 10より小さいことを示せ。
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計　算　用　紙
（切り離さないで用いよ。）
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第　　 4　　問

aは正の実数とする。xy平面の y軸上に点 P (0, a)をとる。関数

y = x2

x2 + 1

のグラフを C とする。C 上の点 Qで次の条件を満たすものが原点 O(0, 0)以外に存
在するような aの範囲を求めよ。

条件： QにおけるC の接線が直線 PQと直交する。
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計　算　用　紙
（切り離さないで用いよ。）
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第　　 5　　問

Oを原点とする xyz 空間に点 Pk

(
k
n
, 1− k

n
, 0

)
，k = 0, 1, · · · , n，をとる。ま

た，z軸上 z ≧ 0の部分に，点Qkを線分 PkQk の長さが 1になるようにとる。三角錐
OPkPk+1Qkの体積を Vkとおいて，極限

lim
n→∞

n−1∑
k=0

Vk

を求めよ。
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計　算　用　紙
（切り離さないで用いよ。）
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第　　 6　　問

N を正の整数とする。2N 個の項からなる数列

{a1, a2, · · · , aN , b1, b2, · · · , bN}

を
{b1, a1, b2, a2, · · · , bN , aN}

という数列に並べ替える操作を「シャッフル」と呼ぶことにする。並べ替えた数列
は b1 を初項とし，bi の次に ai，ai の次に bi+1 が来るようなものになる。また，数列
{1, 2, · · · , 2N}をシャッフルしたときに得られる数列において，数 kが現れる位置を
f(k)で表す。
たとえば，N = 3のとき，{1, 2, 3, 4, 5, 6}をシャッフルすると {4, 1, 5, 2, 6, 3}と
なるので，f(1) = 2，f(2) = 4，f(3) = 6，f(4) = 1，f(5) = 3，f(6) = 5である。

(1) 数列 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を 3回シャッフルしたときに得られる数列を求めよ。

(2) 1 ≦ k ≦ 2N を満たす任意の整数 kに対し，f(k)− 2kは 2N + 1で割り切れるこ
とを示せ。

(3) nを正の整数とし，N = 2n−1のときを考える。数列 {1, 2, 3, · · · , 2N}を 2n回
シャッフルすると，{1, 2, 3, · · · , 2N}にもどることを証明せよ。
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計　算　用　紙
（切り離さないで用いよ。）
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（切り離さないで用いよ。）
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