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第　 1　問

aと bを 0 ≦ a ≦ 1，0 ≦ b < 1をみたす定数とする。数列 {an}を次の条件によって定
める。

a1 = a, an+1 = 1
2
(a2n + b) (n = 1, 2, 3, · · · )

c = 1−
√
1− bとおく。以下の問いに答えなさい。

(1) 0 ≦ an ≦ 1が成り立つことを示しなさい。

(2) an+1 − c = 1
2
(an + c)(an − c)が成り立つことを示しなさい。

(3) lim
n→∞

an = cが成り立つことを示しなさい。
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第　 2　問

0 ≦ x < π
2
の範囲で定義された関数 f(x)は次の等式をみたすとする。

f(x) = 2x− tanx+

∫ π
6

0

f(t) cos t dt

以下の問いに答えなさい。

(1) 不定積分
∫

x cosx dxを求めなさい。

(2) f(0)の値を求めなさい。

(3) 0 ≦ x < π
2
における f(x)の最大値を求めなさい。
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第　 3　問

aと bは a2 > bをみたす実数であるとする。座標平面において，点 P (a, b)から曲線
y = x2 に引いた 2つの接線の接点をそれぞれ Q，Rとする。以下の問いに答えなさい。

(1) 内積 −→
PQ ·

−→
PRを aと bの式で表しなさい。

(2) 三角形 PQRの面積 S を aと bの式で表しなさい。

(3) 直線 y = 2x − 3を l とする。点 Pが l 上を動くとき，(2)の S の最小値を求めな
さい。
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第　 4　問

曲線 y = log x を C で表す。1 < p < e をみたす実数 p に対し，曲線 C 上の点
P (p, log p)における接線を lとし，lの方程式を y = ax+ bとする。ただし，log xは自
然対数とし，eは自然対数の底とする。以下の問いに答えなさい。

(1) aを pの式で表しなさい。

(2) bを pの式で表しなさい。

(3) x軸と直線 lおよび曲線 C で囲まれた図形 D1 の面積を pの式で表しなさい。

(4) x軸と y 軸および直線 l で囲まれた図形を D2 とする。D1 の面積と D2 の面積が
等しいとき，pの値を求めなさい。
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第　 5　問

nを自然数とし，
h(x) = x− n log x

とおく。ただし，log xは自然対数とする。以下の問いに答えなさい。

(1) x ≧ 2nのとき，h′(x) ≧ 1
2
が成り立つことを示しなさい。ただし，h′(x)は h(x)

の導関数とする。

(2) x ≧ 2nのとき，h(x)− h(2n) ≧ 1
2
(x− 2n)が成り立つことを示しなさい。

(3) x ≧ 2nかつ x ≧ 2n− 2h(2n)のとき，h(x) ≧ 0が成り立つことを示しなさい。

(4) (3) を利用して lim
x→∞

xn−1

ex
= 0 が成り立つことを示しなさい。ただし，e は自然

対数の底とする。
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第　 6　問

p，q，r を整数とし，数列

an = pn3 + qn2 + rn (n = 1, 2, 3, · · · )

を考える。以下の問いに答えなさい。

(1) p+ r = q = 0のとき，すべての自然数 nに対し an は 6の倍数であることを示し
なさい。

(2) q が 3の倍数でないとき，a2 − 2a1 は 6の倍数ではないことを示しなさい。

(3) a1 と a2 がともに 6の倍数であれば，すべての自然数 nに対し an は 6の倍数であ
ることを示しなさい。
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