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第　 1　問

条件 0 ≦ a ≦ 1をみたす実数 aに対して，連立不等式
y ≦ − x + a+ 2

y ≧ x + a

y ≦ 2

の表す座標平面上の領域を D(a)とするとき，以下の問いに答えなさい。

(1) 領域 D
(
1
2

)
を図示しなさい。

(2) 領域 D(a)を x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V (a)を求めなさい。

(3) 条件 0 ≦ a ≦ 1のもとで，体積 V (a)が最大となるときの aの値を求めなさい。
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第　 2　問

いま nを自然数として，次の性質をもつ 2つのルーレットがあるとする。ルーレット 1

をまわすと 0, 1, 2, · · · , 12n− 1, 12nのいずれかの数が，それぞれ同じ確率 1
12n+ 1

で

出る。ルーレット 2をまわすと 3n，6nのどちらかの数が，それぞれ同じ確率 1
2
で出る。

さて 2人の人物 A，Bが，これらのルーレットを用いて次のようなゲームをする。まず A

がルーレット 1をまわし，出た数を aとする。次に Bがルーレット 2をまわし，出た数
を bとする。もし a ≧ 2bならば Aの勝ち，もし b ≧ 2aならば Bの勝ち，それらのいず
れでもなければ引き分けとする。このとき Aが勝つ確率を pn とし Bが勝つ確率を qn と
して，以下の問いに答えなさい。答えのみでなく，理由も述べなさい。

(1) 確率 p1 および q1 を，それぞれ求めなさい。

(2) 確率 pn および qn を，それぞれ nを用いて表しなさい。

(3) 極限値 lim
n→∞

pn および lim
n→∞

qn を，それぞれ求めなさい。
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第　 3　問

以下の問いに答えなさい。

(1) 実数 a，b，x，y に対して，不等式

(ax+ by)2 ≦ (a2 + b2)(x2 + y2)

が成り立つことを示しなさい。

(2) 実数を成分とする 2次の正方行列 Aについて，次の 2つの命題 (ア)と (イ)は同値
であることを証明しなさい。

(ア) 行列 Aは逆行列をもつ。

(イ) 条件 A

(
x

y

)
=

(
0

0

)
をみたす実数 x，y は x = y = 0に限る。

(3) 実数 a，b，c，dが a2 + b2 + c2 + d2 < 1をみたすとき，行列

A =

(
a b
c d

)
, E =

(
1 0
0 1

)
に対して，行列 E −Aは逆行列をもつことを示しなさい。
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第　 4　問

関数 f(x) = log(x+
√
x2 + 1 )に対して，以下の問いに答えなさい。

(1) 関数 f(x)の導関数は
f ′(x) = 1√

x2 + 1

であることを示しなさい。

(2) 関数 f(x)の第 2次導関数を f ′′(x)とおくとき，

(x2 + 1)f ′′(x) + xf ′(x) = 0

が成り立つことを示しなさい。

(3) 任意の自然数 nに対して，次の等式が成り立つことを，数学的帰納法によって証明
しなさい。

(x2 + 1)f (n+1)(x) + (2n− 1)xf (n)(x) + (n− 1)2f (n−1)(x) = 0

ただし f (0)(x) = f(x)とし，自然数 kに対して f (k)(x)は f(x)の第 k次導関数を
表す。

(4) 値 f (9)(0)および f (10)(0)を求めなさい。
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第　 5　問

図のような立方体を考える。辺 AE，AD の中点をそれぞれ P，Q とし，辺 DC を
DR : RC = 2 : 1に内分する点 Rをとる。さらに −→

a =
−→
EF，−→b =

−→
EH，−→c =

−→
EAとおく。

このとき，以下の問いに答えなさい。

(1) ベクトル −→
QPおよび −→

QRをそれぞれ −→
a，−→

b ，−→
c を用いて表しなさい。

(2) 三角形 PQRにおいて θ = ∠PQRとして cos θ の値を求めなさい。

(3) この立方体の一辺の長さを 1とする。点 P，Q，Rを通る平面を X として，点 E

と平面 X との距離 lの値を求めなさい。

A
B

CD

E
F

GH
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第　 6　問

座標平面上の点 (x, y)で xと y がともに整数であるものを格子点とよぶ。いま n ≧ 2

である整数 nに対して，3つの条件
x2 + y2 < n2

x > 0

y > 0

をみたす格子点 (x, y)の総数を P (n)で表す。このとき，以下の問いに答えなさい。

(1) 不等式
n−1∑
k=1

(√
n2 − k2 − 1

)
≦ P (n) <

n−1∑
k=1

√
n2 − k2

が成り立つことを示しなさい。

(2) 等式
lim

n→∞

P (n)

n2 = π
4

が成り立つことを示しなさい。
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