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第　 1　問

xy 平面の原点 Oを中心とし半径 1の円 C 上に定点 Aをとる．同じ円上の点 Xに対し，
平面上の点 Yを

−→
OY =

−→
OA− 2(

−→
OA ·

−→
OX)

−→
OX

で定める．ただし，−→
OA ·

−→
OXは −→

OAと −→
OXの内積である．このとき，

(1)
−→
OY = 1であることを示せ．

(2)
−→
OY = −

−→
OAとなる点 Xをすべて求めよ．

(3) 点 Xが円 C を 1回まわるとき，点 Yは同じ円を 2回まわることを示せ．
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第　 2　問

xyz 空間の 3点 A(1, 0, 0)，B (0, 1, 0)，C(0, 0, 1)と，z = 0で表される平面上の直
線 l : x+ y = 0の上を動く点 P (t, −t, 0)を考える．点 Aを通り，直線 l に垂直な平面
を αとする．t > 1

2
のとき，4面体 ABCPと平面 αが交わってできる図形の面積 S(t)

の最大値を求めよ．
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第　 3　問

平面上の 1次変換 f に対し，f(
−→
v ) \=

−→
v かつ f3(

−→
v ) =

−→
v となるベクトル −→

v が存在す
るならば，f3 は恒等変換であることを示せ．ただし f3 = f ◦ (f ◦ f)である．
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第　 4　問

与えられた自然数 k に対し，数列 {an}を

a1 = 0, an =

[
an−1 + k

3

]
(n ≧ 2)

によって定める．ただし実数 tに対し [t]は tを超えない最大の整数を表す．

(1) k = 8および k = 9のとき，数列 {an}を求めよ．

(2) すべての自然数 nに対し，次の 2つの不等式

an ≦ k − 1
2

, an ≦ an+1

が成り立つことを示せ．

(3) an = an+1 ならば，n以上のすべての整数 mに対し an = am であることを示し，
このときの an の値を求めよ．
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第　 5　問

xy 平面上の正三角形 △ABC を考える．△ABC の重心は原点 O にあり，ベクトル −→
OA

の長さは 1とする．△ABCの内部または辺上の点 P0 に対し，3頂点 A，B，Cから 1点
を等確率 1

3
で選び，この頂点と P0 の中点を P1 とする．次に点 P1 に対して同様の操作

を行い得られた点を P2 とし，以下この操作を繰り返して，点 P3, P4, · · · , Pn を作る．
ベクトル −−→

OPn の長さの 2乗 −−→
OPn

2
の期待値を En とおく．

(1) E1 をベクトル
−−→
OP0 の長さを用いて表せ．

(2) 選んだ頂点が X1, X2, · · · , Xn のとき，ベクトル
−−→
OPn をベクトル

−−→
OP0 と

−−→
OXi，

i = 1, 2, · · · , n，を用いて表せ．

(3) P0 が原点 Oのとき，En を求めよ．

— 6 — 京都大学（理系）　 1996 年



第　 6　問

ガソリンを x kg積んだ状態で時速 v kmで走るとき，毎時 100 + x
100

ekv kgのガソリンを
消費する車がある．ここで k は正の定数である．この車を用いて 100 km離れた地点へ一
定速度で行くとき，ガソリンの消費量を最小にするには，最初に積むガソリンの量と走行
速度をどのようにすればよいか．ただし，ガソリンが無くなれば車は直ちに停止するもの
とする．
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