
2003年度入学試験問題

数 学

理　系

試験時間 150分

答案作成上の注意

1 この問題冊子には，問題が 5問あります。総ページは 16 ページで，問題は 4ペー
ジ以降の偶数ページにあります。

2 解答用紙は 5 枚です。解答はすべて対応する番号の解答用紙の所定の解答欄（表
面）に記入しなさい。解答用紙の注意書きもよく読みなさい。

3 受験番号は，それぞれの解答用紙の所定の欄（2ヶ所）に必ず記入しなさい。

4 試験終了後は，解答用紙の右上の番号の順に並べなさい。

5 配付した解答用紙は，持ち出してはいけません。

6 試験終了後，問題冊子は持ち帰ってください。

7 この問題冊子の裏表紙には，試験時間中に机の上に置いてよいものを記載してい
ます。
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〔 1〕　 θを 0 < θ < π
2
を満たす定数とし，複素数平面において 0 ≦ arg z ≦ π− θ

を満たすすべての点 z ( \= 0)と点 0からなる集合をDとする。

(1) 複素数平面上にDを図示せよ。

(2) aを a > 0を満たす実数とする。このとき，Dに属する点 zに対して，
次の不等式が成り立つことを示せ。

z sin θ ≦ z + a

また，等号が成り立つときの zを a，θを用いて表せ。
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〔 2 〕　 Sn =

∫ (n+1)π

nπ

1− cos x
x2 dx (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，次の問いに答

えよ。

(1) すべての n = 1, 2, 3, · · · について， 1
π(n+ 1)2

≦ Sn ≦ 1
πn2 が成り

立つことを示せ。

(2) lim
n→∞

1
n3

n∑
k=1

1
Sk
の値を求めよ。
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〔 3 〕　 aを 2 < a < 3を満たす定数とし，

f(x) = 1
2

(
ex − 1 + a− ex

a− 2
− ex − 1− a− ex

a− 2

)
とおく。ただし，eは自然対数の底である。

(1) y = f(x)のグラフの概形をかけ。

(2) y = f(x) のグラフの y ≧ 0 の部分と x 軸とで囲まれる図形を直線
x = log 2のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ。
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〔 4 〕　 F君はG君の投げるボールを確率 p (0 < p < 1)でヒットする。自然数 n

に対して，1から nまでの数字を 1つずつ記入した n枚のカードが入った箱
Bnがある。G君が箱Bnから勝手にカードを 1枚引いて，カードに書かれて
いる数字の回数だけ F君にボールを投げる試行を考える。

(1) 箱Bkを用いた試行で F君が k本ヒットを打つ確率を qk，また箱Bk+1

を用いた試行で F君が k 本ヒットを打つ確率を rk とするとき，(k +

1)rk − kqkを p，kを用いて表せ。

(2) 箱Bkを用いた試行でF君が j本ヒットを打つ確率を qj (0 ≦ j ≦ k)，箱
Bk+1を用いた試行でF君が j本ヒットを打つ確率を rj (0 ≦ j ≦ k+1)

とするとき，(k + 1)rj − kqj (0 ≦ j ≦ k)を p，k，jを用いて表せ。

(3) 箱Bnを用いた試行で F君が j本ヒットを打つ確率を pj (0 ≦ j ≦ n)と
し，α = pt+ 1− pとすると，変数 tに関して次の等式が成り立つこと
を示せ。

p0 + p1t+ p2t
2 + · · ·+ pnt

n = 1
n
(α + α2 + · · ·+ αn)

(4) 箱Bnを用いた試行において，F君が打つヒットの数の期待値 E を n，
pを用いて表せ。
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〔 5 〕　 a，bを a2 − 4b < 0を満たす実数とする。

(1) 実数を成分とする 2次の正方行列X =

x y

z w

が等式
(∗) X2 − aX + bE = O

を満たすならば，
x+ w = a, xw − yz = b

が成り立つことを示せ。ただし，Oは 2次の零行列であり，E は 2次
の単位行列である。

(2) 等式 (∗)を満たす実数を成分とする 2次の正方行列全体の集合を S と

する。S に属する行列X =

x y

z w

に対し，次の不等式が成り立つ
ことを示せ。

(∗∗) x2 + y2 + z2 + w2 ≧ 2b

また，等号が成り立つときの X を a，cを用いて表せ。ただし，c =√
b− a2

4
とする。

(3) A，Bを不等式 (∗∗)において等号が成り立つ S に属する 2つの相異な
る行列とする。このとき

(X − A)(X − B) = O

を満たす Sに属する行列X はAまたはBであることを示せ。
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