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第　 1　問

aは 0 ≦ a < 1を満たす実数とする。点 (a, 0)を頂点とし，y 軸と平行な軸をもち，点
(1, 1)を通る放物線を C とする。以下の問いに答えよ。

(1) 放物線 C の方程式を求めよ。

(2) 放物線 C と直線 y = xの交点を全て求めよ。

(3) 放物線 C と直線 y = xで囲まれた図形の面積 S を求めよ。

(4) (3)で求めた面積 S が最大となるような aの値を求めよ。
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第　 2　問

以下の問いに答えよ。

(1) n を正の整数とする。24n の正の約数のうち，24 の倍数でないものの個数を求
めよ。

(2) 関数 f(x) = 2 sinx+ cosxの 0 ≦ x ≦ π
2
における最小値と最大値を求めよ。

(3) 空間内の 2つの平面 x−y = 0，z−1 = 0の交線を ℓ1とし，2つの平面 x−2y = 0，
x − 2z + 2 = 0の交線を ℓ2 とする。2つの直線 ℓ1 と ℓ2 の交点，およびそれらの
なす角 θ を求めよ。ただし，0 ≦ θ ≦ π

2
とする。
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第　 3　問

正の整数 nに対して，関数 fn(x)を

fn(x) = e−xxn

とおく。以下では， lim
x→∞

fn(x) = 0であることは証明せずに用いてよい。

(1) n ≧ 2とする。x > 0の範囲において，関数 fn(x)の最大値，およびそのグラフの
全ての変曲点の x座標を求めよ。

(2) 正の実数 r に対して
an =

∫ r

0

fn(x) dx

とおくとき，数列 {an}の漸化式を求めよ。

(3) (2)の an を an(r)と書くとき，極限 lim
r→∞

an(r)を求めよ。
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第　 4　問

nを 5以上の整数とする。xy 平面の点で x座標と y 座標がともに 1以上 n以下の整数
であるもの全体を Aで表す。Aから異なる 2点 P，Qを無作為に選ぶ。

(1) PQ = 1となる確率を求めよ。

(2) P = (3, 3)のとき，PR = QR = 1となる Aの点 Rが存在する条件付き確率を求
めよ。

(3) PR = QR = 1となる Aの点 Rが存在する確率を求めよ。
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第　 5　問

複素数 z = 1 + i√
2
を考える。ただし i は虚数単位である。以下では

√
2が無理数であ

ることは証明せずに用いてよい。

(1) 整数 nに対して，zn を求めよ。

(2) a0 + a1z = 1となるような整数の組 (a0, a1)を全て求めよ。

(3) 複素数 w で， w = 1 かつある整数 a0, a1, · · · , an（n ≧ 0）により w = a0 +

a1z + · · ·+ anz
n と表されるものを全て求めよ。
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第　 6　問

曲線 y = sinx
(
0 ≦ x ≦ π

2

)
，y 軸，および直線 y = 1で囲まれた図形を D とする。

また，tを実数として，Dを直線 x = tのまわりに 1回転させてできる立体の体積を V と
おく。

(1) 0 ≦ t ≦ π
2
のとき，V を tの式で表せ。

(2) tが 0 ≦ t ≦ π
2
の範囲を動くとき，V が最小となる tの値がただ 1つであること

を示せ。
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第　 7　問

pを素数とする。以下では，整数 j = 1, 2, · · · , p− 1に対して pCj が pの倍数である
ことは証明せずに用いてよい。

(1) 0以上の整数 nに対して，np − nが pの倍数であることを示せ。

(2) 整数 k = 0, 1, · · · , p− 1のうち，(kp+ 1)p − (kp+ 1)が p2 の倍数となるものの
個数を求めよ。

(3) 整数 m = 0, 1, · · · , p2 − 1 のうち，mp − m が p2 の倍数となるものの個数を求
めよ。
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